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Ubungsaufgaben 2 — Musterlésung

Niitzliche Konstanten

Ohne Garantie auf Vollstidndigkeit!

Astronomische Einheit IAU=15%x10"m
Stefan-Boltzmann Konstante osg =5.7x 10 Wm2 K™

Gravitationskonstante G=667x10"m kg™ s>

Sonnenmasse M, =2x10"kg

Sonnenleuchtkraft Lo =4%x10°W

Absolute Helligkeit der Sonne Mg = 4.8 mag
Erdmasse Mg =6x 10** kg
Lichtgeschwindigkeit ¢ =300000kms™!

Frage 1: Aktive Galaxien

a)

Seyfert-Galaxien zeigen zwei Arten von Emissionslinien in ihren Spektren: “Diinne Linien” (“nar-
row lines”) mit typischen Breiten von A1/1 ~ 0.001 und “breite Linien” (“broad lines”) mit
typischen Breiten von A1/1 ~ 0.01. Man vermutet, daf} die Linienemission von heil3en Wolken
herriihrt, die sich mit hoher Geschwindigkeit in Bezug auf unsere Sichtlinie bewegen. Die Linien
sind verbreitert, da sich einige der Wolken mit hoher Geschwindigkeit auf uns zu, andere aber von
uns weg bewegen. Die Summe der Emissionen der Einzelwolken erzeugt dann das beobachtete
Profil. Benutze die Dopplerformel, um die Geschwindigkeitsdispersion der fiir die diinnen und die
breiten Linien verantwortlichen Wolken zu bestimmen.

Losung: Mit Hilfe der Dopplerformel

v
=_ 1.1

1 -2 (sl.1)
finden Wir vnarow = 300km s™! und vgreaq = 3000 km s~

b)

Bei welcher Entfernung vom Zentrum des AGN befinden sich die Wolken? Nimm dazu an, da3
sich die Wolken auf Kreisbahnen um ein Schwarzes Loch mit 107 M, bewegen.

Losung: Im Fall der Bewegung auf Kreisbahnen ist

|IGM GM
v=4/—— sodal r= — (s1.2)
r v

Mit M = 107 M, = 2 x 10°” kg ergibt sich fiir die breiten Linien rg g = 1.5 X 10" m = 0.005 pc ~
1000 AU und fiir die diinnen Linien ryi g = 1.5 x 10" m = 0.5 pc.




c) Akkretion ist sehr effizient bei der Umwandlung von potentieller Energie in Strahlung. Die bei
Akkretion freiwerdende Energie wird hiufig in Einheiten der relativistischen Ruhemasse angegeben.
Uberzeuge Dich, daB die Leuchtkraft des AGN als L = nMc?, geschrieben werden kann, wo 7 die
sogenannte “Effizienz” des Akkretionsprozesses ist und wo M = dM/dt die Massenakkretionsrate
ist, d.h. die pro Zeiteinheit akkretierte Masse. Typischerweise ist fiir Akkretion = 0.1. Wie viel
Masse muB} akkretiert werden, um die Leuchtkraft des Quasars 3C 273, L = 10'? L, zu erkliren
Lo =4 x10°W?

Losung: Nach Einstein ist die Ruheenergie gegeben durch E = mc?. Wenn daher eine Masse Am
wihrend eines Zeitintervalls A in Energie verwandelt wird, ist die freigesetzte Leistung

Amc?

p= 1.3
A7 (s1.3)

Der Grenzwert limy,_,o ergibt die gewiinschte Aussage.

Mit Hilfe der Gleichung in der Frage kann dann die Massenakkretionsrate gefunden werden:

) L
M=— = 4 x 10% kg s =0.7M, year_1 (s1.4)
nc

Frage 2: 3K Strahlung in der Vergangenheit

Die Spektralverteilung der Schwarzkorperstrahlung ist gegeben durch

dE _ 2h* /X
dA  exp(he/AKT) - 1

2.1

a) Zeige, daB die Spektralform der Schwarzkorperstrahlung bei Rotverschiebung beibehalten wird
und daf3 T(z) = T(heute)(1 + 2).

Losung: Es gilt
Ao = (1 +2) (s2.1)
wo A. die emittierte und A, die beobachtete Wellenlédnge ist.

Zum Zeitpunkt der Emission ist die in den Wellenlidngenbereich A, A. + dA. emittierte Energie
gegeben durch

2hc? A3 1 (s2.2)
= e s2.
exp(hc/AkT) — 1
gemessen wird jedoch in 4,, 4, + d4,, und zwar
1 +2)° 2hc? /2 da,
(L+ 2 2he’/ 4, (s2.3)

= exp((1 + he/ LkT) — 11 +2

da dA, = (1 + z7)dA.. Da z nicht bekannt ist, interpretieren wir 7'/(1 + z) als die heutige Temperatur
des schwarzen Korpers.

Anmerkung: Aufgrund der Expansion des Universums erfahrt die Strahlung zudem noch eine
Zeitdilatation um einen Faktor (1 + z). Ferner wird die Photonendichte noch um einen Faktor (1 +2)*
verdiinnt, so daf auch die Normierung des Spektrums bei der Expansion erhalten bleibt.




b)

Die 3 K Hintergrundstrahlung wurde emittiert, als das Universum eine Temperatur von ungefihr
4000 K hatte, da damals der ionisierte Wasserstoff rekombinierte und so das Universum plotzlich
fiir Strahlung durchlidssig wurde. Was ist damit also die grote Rotverschiebung, die wir je werden
messen konnen?

Losung: Mit den Angaben der obigen Aufgabe ergibt sich leicht, daBl 1 + z;,, = 4000K/3 K ~
1300.

Frage 3: Entwicklung des Universums

Die Friedmann-Gleichung lautet

. 8nGp(t
Rt = +7TTP()R(t)2 — ke? 3.1)
a) Uberzeuge Dich, daB fiir normale Materie (“Baryonen”)

R(tY’p() = poR; (3.2)
wo pg die heute gemessene Baryonendichte und R, der heutige Wert des Skalenparameters ist.
Losung: Diese Bedingung folgt einfach aus der Erhaltung der Teilchenzahl: Die Zahl der Teilchen
innerhalb eines mitbewegten Volumens des Universums mit mitbewegter Seitenlinge d ist propor-
tional zu d*pR(#)*. Da sich diese Zahl bei der Expansion des Universums nicht #indert folgt die
obige Behauptung.

b) Zeige, daB fiir den Fall des flachen materiedominierten Universums die Friedmann-Gleichung in
der Form IR
ak _ g p3rp-12 3.1
dt 0y ( )
geschrieben werden kann.
Losung: Fiir ein materiedominiertes Universum ist
., 871G poR;
2 0 p2 _
R _TR3 R =0 (S31)
Fiir ein flaches Universum ist ferner k£ = 0, d.h. Q = 1. Damit ist
&G,
”3 20— OH2R: = H2R: (s3.2)
so daf} die Friedmann-Gleichung geschrieben werden kann als
HiR; dR
R-—"22=0 = — =HR’R'? 33
R dr 00 (s3.3)
¢) Lose die Friedmann-Gleichung mit Hilfe der Methode der Trennung der Variablen und der Randbe-

dingung R(t = 0) = 0 (beachte: Ry ist nicht R(0)!). Zeige, daB fiir den betrachteten Fall des flachen



und materiedominierten Universums das Universum bis in alle Ewigkeiten expandieren wird und
daB} das heutige Alter des Universums (das “Weltalter”) durch

2
th = 3—1_10 (34)
gegeben ist.
Losung: Trennung der Variablen ergibt
KO 3/2 2 3/2
f R'ZdR = HR)*t §R3/2(t) = HoR)*t (s3.4)
0
so daf
3H,
R(t) = Ry (TO z) (3.5)

und damit R(¢ — o0) = co. Da heute R(#y) = Ry, kann #, durch einfaches Auflésen dieser Gleichung
gefunden werden.

d)

Berechne mit Hilfe des heutigen Wertes von H, das Weltalter eines flachen, materiedominierten
Universums. Vergleiche dieses mit dem korrekten Weltalter des Universums.

Lésung: Mit Hy = 72kms™ Mpc ist die sogenannte Hubble-Zeit H;' = 13.6 Gyr. Fiir ein
flaches materiedominiertes Universum ergibt sich dann ein Alter von ca. 9 Gyr. Da die éltesten
Kugelsternhaufen mit ca. 13.5 Gyr deutlich élter sind als 9 Gyr, wurde dieses junge Alter lange als
ein Argument gegen ein flaches Universum angesehen. Erst seitdem Messungen von Supernovae
und Galaxienhaufen klar gezeigt haben, da3 A # 0, ist das gemessene Alter des Universums etwas
alter als das der iltesten in ithm befindlichen Objekte (wie es ja auch sein sollte. . .).

Frage 4: Entfernungsbestimmung

a)

Parallaxen konnen natiirlich auch zur Bestimmung von Entfernungen in unserem Sonnensystem
benutzt werden. Der Mond hat eine mittlere Entfernung von 380000 km vom Zentrum der Erde.
Was ist seine Parallaxe in Bezug auf den Erdradius (rg = 6378 km)? Wie groB ist der Fehler, der
bei der Herleitung der Parallaxe durch Benutzung der Nédherung tan x ~ x gemacht wird?

Losung: Die Definition des Parallaxenwinkels, p, ist
tan p = rggm/d = 0.01678  sodaB  pee, = 0.96157° (s4.1)
Wird anstelle dessen tan p ~ p gesetzt, dann ergibt sich
Psmanl = rg/d = 0.01678 rad = 0.96142° (s4.2)

Der Unterschied zwischen diesen zwei Parallaxen ist 0.00015°, oder 0.54”, so dal} selbst im
Sonnensystem ohne Probleme mit der Nidherung kleiner Winkel gearbeitet werden kann.




b)

Im Jahr 1838 bestimmte Bessel die Entfernung des Sterns 61 Cygni zu 3.16 pc. Moderne Messungen
ergeben stattdessen eine Entfernung von 3.40 pc. Bestimme den Fehler (in Bogensekunden) in der
Messung von Bessel.

Losung: Die von Bessel gemessene Parallaxe ist pgessel = 1/3.16 = 0.316”, wihrend der korrekte
Wert pnodern = 1/3.40 = 0.294” betrdgt. Der von Bessel gemessene Parallaxenwert lag also um
0.022” daneben, d.h. um ungefihr 6 x 107® Grad. Der relative Fehler seiner Messung war 7%, in
Anbetracht der technischen Moglichkeiten, die Bessel zur Verfiigung standen, war dies wirklich
eine extrem gute Messung!.

Was ist das Entfernungsmodul und die Entfernung (in Parsec) eines Sterns mit absoluter Helligkeit
von +6.0 mag, dessen scheinbare Helligkeit +16.0 mag betragt?

Losung: Das Entfernungsmodul ist definiert iiber
m—M =5logd -5 (s4.3)
Damit ist m — M = —10 mag, so daB3 logd = 3 und d = 1000 pc.

d)

Zeige mit Hilfe der Definition des Entfernungsmoduls, daB fiir Standardkerzen gilt
m=>5logz+C 4.4)

wo m die scheinbare Helligkeit der Standardkerze ist, z die Rotverschiebung und wo C von ihrer
absoluten Helligkeit und von H, abhingt.

Losung: Das Hubble’sche Gesetz ist
v=Hyd = z=Hyd/c = d=cz/H, (s4.4)
Fiir die scheinbare Helligkeit gilt aber
m=M+5logd -5
= M + 5log(cz/Hy) — 5
=M + 5log(c/Hy) + Slogz -5
=5logz+ (M + Slog(c/Hp) — 5)

(s4.5)

Fiir Standardkerzen kann also ein “Hubble Diagramm” von m versus log z erstellt werden. Mit einer
einfachen linearen Regression kann dann aus dem y-Achsenabschnitt H, bestimmt werden.

Frage 5: Entfernungen: Supernovae

Kernkollaps-Supernovae vom Typ II haben typische absolute Leuchtkrifte von -20 mag.

a)

Was ist die scheinbare Helligkeit einer solchen Supernova, wenn sie bei einer Entfernung von
1000 pc von der Erde explodieren wiirde? Vernachléssige diel Absorption im interstellaren Medium.
Vergleiche Dein Ergebnis mit der scheinbaren Helligkeit der Venus (-3 mag).

Losung: Es ist
m=M+5logd -5 =—-10mag (s5.1)

Die Supernova ist also deutlich heller als die Venus.




b)

Was ist die Maximalentfernung, in der eine solche Supernova explodieren kann und noch mit dem
bloBen Auge gesehen werden kann (Grenzhelligkeit 6 mag)? Vergleiche Dein Ergebnis mit dem
Durchmesser der Milchstral3e.

Losung: Das Entfernungsmodul einer solchen Supernova ist m— M = 26 mag, was einer Entfernung
von d = 1.6 x 10% pc = 1.6 Mpc entspricht, also weit groBer als die lokale Gruppe.

Derartige Supernovae sollten alle 25-50 Jahre in der Milchstra3e explodieren. Die letzte Supernova
in unserer Milchstrae wurde vor ca. 400 Jahren beobachtet. Was ist die Ursache fiir diese scheinbare
Unterhiufigkeit an Supernova-Explosionen?

Losung: Die Absorption in der Scheibe der Milchstral3e ist sehr grof3, so daf} nur ein kleineres
Volumen der MilchstraBe tatsdchlich unseren Beobachtungen im Optischen zugénglich ist.

d)

Wie weit weg konnte eine solche Supernova sein, um immer noch mit dem 40 cm Teleskop der
Remeis-Sternwarte (Grenzhelligkeit 14 mag ohne CCD) beobachtbar zu sein? Vergleiche Dein
Ergebmis mit dem der Entfernung zum Andromeda-Nebel (700 kpc) und dem Virgo-Haufen
(15.7 Mpc).

Losung: Analog zur Teilaufgabe b oben ergibt sich d = 6 X 10’ pc = 60 Mpc. Supernovae im
Virgo-Haufen konnen also noch beobachtet werden.

Frage 6: Das Zentrum der Milchstral3e

In der Vorlesung wurde die Evidenz fiir das Vorhandensein eines supermassiven Schwarzen Loches im
Zentrum unserer Milchstrale (d = 8.5 kpc) angesprochen. In dieser Frage werden wir diese Evidenz
und die Evidenz fiir weitere extreme Phidnomene im Zentrum der Milchstral3e etwas genauer betrachten

a)

Die folgende Abbildung von A. Ghez stellt Ergebnisse von Messungen der Bahnen von Sternen in
der Nihe des galaktischen Zentrums in der letzten Dekade dar
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Die Abbildung zeigt, da sich alle Sterne um das “dynamische Zentrum” der Milchstrae bewegen.
Im Zentrum selbst wird im Optischen kein Objekt beobachtet. Das dynamische Zentrum liegt
in der Abbildung bei der Position ARA = 0, ADEC = 0. Von besonderem Interesse fiir die
Massenbestimmung ist der Stern SO-2, fiir den Reinhard Schodel und Mitarbeiter eine Bahnperiode
von 15.2 Jahren bestimmt haben.

1. Bestimme die gro3e Halbachse der Bahn von SO-2 aus der Abbildung. Gib diese in AU und
in Lichttagen an. Aufgrund von perspektiveftfekten ist die elliptische Bahn verzerrt (analog zu
Doppelsternsystemen). Die projizierte Halbachse der Ellipse ist dprojecied = Greal COS i, WO i die
Inklination ist. Fiir SO-2 ist i = 36°.

Losung: Aus der Abbildung kann die Hauptachse der Bahn von SO-2 zu 0.18"” abgeschitzt
werden, so daf} die Lange der Halbachse 6 = 0.09” ist. Da

Aprojected
0= 7 (s6.1)
wo a die Hauptachse und d die Entfernung zum galaktischen Zentrum ist. Mit d = 8.5 kpc
und 8 = 4.36 x 107" rad ist Aprojecied = 0.0037pc = 765 AU. Die wahre Linge der groBen
Halbachse ist damit 946 AU. Da ein Lichttag einer Entfernung von 300 000 km s~ - 86400s =
2.59 x 10'°km = 173 AU entspricht hat die groBe Halbachse eine Liinge von 5.5 Lichttagen, so
daf} der Stern sehr nahe an das dynamische Zentrum der Galaxie herankommt.

2. Benutze die Bahn von SO-2 um die Masse des dynamischen Zentrums der Milchstralle zu
ermitteln.

Losung: Das dritte Keplersche Gesetz ist
&
M+ M, = }TZ (862)
wo a in AU, P in Jahren und M in Sonnenmassen gemessen werden. Damit ist M; + M, =
3.66 x 10° M. Da Sterne typische Massen von M ~ 1 M, haben, was hier vernachlissigbar
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ist, folgt, dass die Masse der Quelle im dynamischen Zentrum der MilchstraBe 3.66 x 10° M,
betrdgt. Damit haben wir Evidenz fiir das Vorhandensein von einigen Millionen Sonnenmassen
innerhalb eines Volumens, daf} kleiner als 5.5 Lichttage ist, d.h. die Groe des Sonnensystems
hat. Aus diesem Grund wird davon ausgegangen, daf3 das Objekt im Zentrum der Milchstraf3e
ein Schwarzes Loch sein mu83.

b) Nahe des Galaktischen Zentrums befindet sich ein Ring aus molekularem Gas mit einer geschétzten
Masse von 107 M, und einem Durchmesser von 200 pc. Dieser Ring expandiert mit einer Geschwin-
digkeit von 150 km s™!. Berechne die kinetische Energie dieses Rings. Warum wird seine Existenz
als Evidenz fiir hdaufige Supernova-Explosionen im Galaktischen Zentrum gesehen? Bestimme den
Zeitpunkt dieser Explosionen unter der Annahme sphirischer Expansion und unter der Annahme,
daB3 die Expansion nicht durch Reibung an Material in der Milchstra3e gebremst wurde.

Losung: Die kinetische Energie des Rings ist
1
Eyin = Emv2 =2.25x10"] (s6.3)

Eine Supernova liefert typischerweise 106 J an Energie. Da es keinen anderen Mechanismus gibt,
der so viel Energie sehr schnell abgibt, wird davon ausgegangen, da3 der Ring durch viele Superno-
vaexplosionen im Zentrum verursacht wird. Diese Annahme wird auch durch Beobachtungen sehr
vieler Supernova-Uberreste im Galaktischen Zentrum gestiitzt.

Der Radius des Rings ist 7 = 100 pc = 100pc - 3 X 10 mpc~! = 3 x 10'® m. Die Expansionsge-
schwindigkeit ist v = 150km ™!, so daB die Explosionen vor r/v = 2 x 10'* s ~ 600000 Jahren
stattfanden. Da die MilchstraBBe ein Alter von 10 Milliarden Jahren hat, war dies vor sehr kurzer
Zeit!

Frage 7: Sternentwicklung
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In Farben-Helligkeits-Diagrammen (FHDs) wird auf der x-Achse die Differenz der Helligkeiten von
Sternen in zwei verschiedenen Filtern (z.B. im Blauen und im Visuellen) aufgenommen werden. Da

Sternspektren gendhert Schwarzkorperspektren sind, ist diese Differenz Temperaturabhéngig, d.h. ein
FHD entspricht praktisch einem Hertzsprung-Russell-Diagramm.

8



a) Die Abbildung zeigt das FHD des Kugelsternhaufens M3. Identifiziere im Diagramm den Hori-
zontalast, in dem auch die RR Lyrae-Sterne zu finden sind. Bestimme mit den in der Vorlesung
angegebenen Daten fiir RR Lyr Sterne die Entfernung von M3.

Losung: Der Horizontalast ist bei einer scheinbaren Helligkeit von ca. 15.5 mag. Die absolute
Helligkeit der RR Lyr-Sterne ist 0.6 mag laut den Vorlesungsfolien in Handout 15. Damit ergibt sich
ein Entfernungsmodul fiir M3 von m — M = 14.9 mag und somit eine Entfernung von d = 9500 pc.

b) Identifiziere im FHD von M3 Sterne in den verschiedenen Stadien ihrer Entwicklung, insbesondere
die Hauptreihe, die Roten Riesen und den AGB.
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sieche Moehler, 2001, PASP 113, 1162, http://adsabs.harvard.edu/abs/2001PASP..113.1162M

Die anderen Komponenten (horizontal branch, blue tail und die blue stragglers) wurden in der
Vorlesung nicht besprochen.




